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Рассмотрим линейную управляемую систему с дискретным временем
x(k + 1) = A(k)x(k) +B(k)u(k), (1)
где k ∈ Z — независимая переменная; x = x(k) : Z → Rn — неизвестная функция; u =
= u(k) : Z → Rm — управление; A(k) ∈ Mn(R) — вещественная матрица размерами n× n,
B(k) ∈Mnm(R) — вещественная матрица размерами n×m при каждом k ∈ Z.
Будем предполагать, что
sup
k∈Z
(‖A(k)‖+ ‖A−1(k)‖) <∞, sup
k∈Z
‖B(k)‖ <∞.
В дальнейшем управление u(k) в системе (1) будет выбираться линейным по x(k), т. е.
иметь вид
u(k) = U(k)x(k),
где U : Z→Mmn(R). Подставляя это управление в систему (1), получим замкнутую систему
x(k + 1) = (A(k) +B(k)U(k))x(k). (2)
Можно считать, что U(k) играет роль матричного управления в системе (2).
Определение 1. Матричное управление U : Z→Mmn(R) называется допустимым для
системы (2), если выполнены условия:
1) sup
k∈Z
‖U(k)‖ <∞;
2) при каждом k ∈ Z матрица A(k) +B(k)U(k) обратима, при этом
sup
k∈Z
‖(A(k) +B(k)U(k))−1‖ <∞.
Асимптотическая теория дифференциальных уравнений 43
Определение 2. Функция L : Z → Mn(R) называется матрицей Ляпунова, если для
каждого k ∈ Z матрица L(k) обратима и
sup
k∈Z
(‖L(k)‖+ ‖L−1(k)‖) <∞.
Если L(k), k ∈ Z — матрица Ляпунова, то линейное преобразование пространства Rn вида
y(k) = L(k)x(k), k ∈ Z, x ∈ Rn, y ∈ Rn,
называется преобразованием Ляпунова. Две линейные однородные системы с дискретным
временем называются асимптотически эквивалентными (по Богданову), если существует свя-
зывающее их преобразование Ляпунова.
Если две системы асимптотически эквивалентны, то поведение их решений при k → +∞
оказывается в некотором смысле «одинаковым», например, асимптотически эквивалентные
системы одновременно устойчивы, асимптотически устойчивы или неустойчивы. Сохраня-
ются также и числовые характеристики, описывающие поведение решений этих систем на
бесконечности (например, показатели Ляпунова).
Определение 3. Будем говорить, что замкнутая система (2) обладает свойством гло-
бальной ляпуновской приводимости, если для произвольной функции C : Z→Mn(R), удо-
влетворяющей условию supk∈Z{‖C(k)‖+‖C−1(k)‖} <∞, существует допустимое матричное
управление U : Z → Mmn(R) такое, что система (2) с управлением U = U(k) асимптоти-
чески эквивалентна системе
y(k + 1) = C(k)y(k), k ∈ Z, y ∈ Rn.
Определение 4 (Р.Калман [1], Е.Л. Тонков [2]). Система (1) называется равномерно
вполне управляемой, если существуют такие α > 0 и K ∈ N, что для каждых x1 ∈ Rn и
k0 ∈ N существует управление u(k), k = k0, k0 + 1, . . . , k0 +K − 1, такое, что решение x(k)
системы (1) с выбранным управлением u и начальным условием x(k0) = 0 удовлетворяет
равенству x(k0+K) = x1, при этом ‖u(k)‖ 6 α‖x1‖ при всех k = k0, k0+1, . . . , k0+K − 1.
Теорема. Пусть (1) — периодическая равномерно вполне управляемая система. Тогда
соответствующая замкнутая система (2) обладает свойством глобальной ляпуновской
приводимости.
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Для натурального n > 1 обозначим через M˜n множество линейных систем
x˙ = A(t)x, x ∈ Rn, t ∈ R+,
